Simplices

Un k-simplice o es el cierre convexo de un conjunto S = {wy, v1,..., vk} de puntos
afinmente independientes de R", esto es:

K K
o= [vo,vl,...,vk]:{xeR”\XZZA;V;,OS)\V;,Z)\;zl}.

Los puntos de S son los vértices de 0 (se denota S = V(0)).
La dimensién de o es k (dim(o

Ejemplos.
« 0-simplice /smpllce Asmphce ‘ 3-simplice

Observacion: [v, vy, ..., vk] también se denotard como oy . .. V4.

Se dice que 7 es una carade ¢ (7 < o) si V(1) C 7(o). En particular o < 0.
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Complejos simpliciales
Un complejo simplicial K es un conjunto finito de simplices tal que:
a) SiceKyr<o=r1eK
(si un simplice estd en K también lo estdn todas sus caras),
b) Sio,c'e K=0nNo' <oyono <o
(si dos simplice de K se intersecan lo hacen por una cara comdn).

Un complejo simplicial

La dimensién de K es dim K = max{dimo|o € K}.
La unién de todos los simplices con la topologia de subespacio de R" se denota |K]|.

Una triangulacion de un espacio topoldgico X es un complejo simplicial K tal que X es
homeomorfo a |K]|.
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Grupos de cadenas

Sea K un complejo simplicial. El k-ésimo grupo de cadenas de K es el grupo libre

abeliano (Cx(K),+) de los k-simplices orientados, donde o = —7 si tienen los mismos
vértices pero orientaciones opuestas.

Un elemento de C(K) es una k-cadena, Y ., kioj, ki € Z,0; € K.
Un complejo simplicial tiene un grupo de cadenas en cada dimensién.

Sin<0o0n>dim(K), C,(K)={0} 4

Ejemplo. Si K es un tetraedro, podemos especificar

los grupos de cadenas dando familias de generadores:
o Co(K) = (1,2,3,4) . ,
o Ci(K) = (12,13, 14,23, 24, 34)

o G(K) = (123,134, 124, 234)

o G3(K) = (1234) (si el tetraedro esta relleno)

Observacion. Aunque no es totalmente correcto, 4 3 4

pues faltaria anadir las relaciones que garantizan la conmutatividad, en este tema
denotaremos por (ay, as, ..., a,) al grupo abeliano libre generado por {a;, a, ..., an}
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Homomorfismo borde

Sea K un complejo simplicial. El homomorfismo borde 0y :
define como Oko = > ,(—1)[vo, w1, ..., Vi, ..
de la lista.

Ck(K) — Ck_l(K) se
., V], donde ¥; indica que v; es eliminado

En particular, los bordes de los simplices de dimensién 1, 2 y 3 son:
o 0:(ab) = b — a3 (que denotaremos simplemente como b — a).
o Os(abc) = bc — ac + ab = bc + ¢ca + ab.

e Os(abcd) = bed — acd + abd — abc.

Ejemplo: Si K es un tetraedro relleno: 4
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Homomorfismo borde
Teorema. J,_10, = 0, para todo k.

Demostracion. Sea [v, vi, ..., vi] € Ck(K). Entonces:
ak—lak[VO; Vi, ooy Vk] =0 1(2(— )i[V07 Vis ooy Uiy Vk])

—Z 8/(1[V0,V1,...,\7,',...,Vk])
_Z [Vo,...,\?j,...,\?,',...,vk]

J<i

I 1 A A _
—I—E Y voy .oy Uiy 0y vil] = 0.

J>i
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El complejo de cadenas

Sidim(K) = n, el complejo de cadenas de K es la sucesién de grupos y homomorfismos:

Cor1 = {0} S R NGRS N RN S N N e e
Para todo k, el grupo de k-ciclos es Zx(K) = {ox € Ci | Ok(ok) = 0} = ker Ok, y el
grupo de k-bordes es By(K) = {ox € Ci | ITk11 € Cus1 : Okr1(Tks1) = 0k} = Im Op1.
Como 0x_10x = 0, para todo k, se tiene By(K) C Zi(K) C Ci(K).
Ejemplo. Si K es un anillo: 6
e 124 23+ 31 € Z; porque

8(12+23+31)—2 1+3—2+T 3
or

6/16



Grupo de homologia simplicial

Zi (K ker O
El k-th grupo de homologia de K es el grupo cociente Hy(K) = BkEK; e Ok
k

Es decir, los elementos de Hy(K) son clases de equivalencia [z] con z € Zx(K )|m8k+1
Se tiene que [z1] = [z] si y solo si z; — z € By(K).

Si [z1] = [z] se dice que z; y z, son ciclos homdlogos (se denota z; ~ z3).

El k-ésimo numero de Betti de K es [x(K) = dim(Hk).
Ejemplo. Si K es un anillo (123 ¢ K):

o 12+23+31 € Z(K)

6
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Algoritmo para calcular los nameros de Betti
Si K es un tetraedro, tenemos 0 —2» G(K) BN G(K) N Go(K) 2, 0. 4
Consideramos primero C;(K) 2 G cuya tabla es:

Oy |12|13 |14 |23 |24 |34

il-1[-1[-1]ofo0]o0 1 2

2/ 1/0[0|-1]-1]0

3|01 /0|1]0]-1

4/0/0]1]0|1]1 4 3 4

donde, haciendo operaciones elementales por filas y columnas queda:

-1|-1}-110]01|0 110(0|-1|-1|0 110/0/010/0
1100 |-1]-1|0 0j1/0|1|0]-1 0(1/{0{0(0|0
oy,1{0}1}0|-1|7/0(0O|1|0O|1|1|7|0|j0O]|1|0fO0O]O
0j0j1|]0]1]1 0j0|j0j 01070 0/0|0|0|0]|0O0

Luego dimIm 9; = 3, dimkerd; = 3
Concretamente, By =Imo; ~Z xZ x 7, C; =kerOy ~Z X 7 X 7
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Algoritmo para calcular los nameros de Betti

Consideramos ahora G(K) %, €, cuya tabla es:

= dimlm 0, = 3,dimker 0, = 1.

0, | 123 | 124 | 134 | 234

2] 1 1 0 0

13| -1 0 1 0

141 0 -1 ] -1 0

23| 1 0 0 1

241 0 1 0 -1

34| 0 0 1 1

donde, haciendo operaciones elementales por filas y columnas queda:
111]0]|0 1/1/0|0 1/0(0/0
110110 0Oj(1(1]0 01010
O|-1]-1]0 00|11 00110
11001 |7|0]0O]|-1]|-1 0/{0(0]|0O
0|1]0]-1 0O|0|1]1 0/{0(0]|0O
0|0 1]1 00| 0] O 0/{0(0]|0O

En concreto, By =Imdy ~Z X Z X7, Z, = kerOy ~ 7
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Algoritmo para calcular los nameros de Betti

Asi, si K es un tetraedro, en 0 -2 G(K) N Gi(K) N Go(K) %, 0 se tiene:

-dimIm0oy =0, dimkerOy =4, Zy = GO 2 Z XZXZL X7
-dimIlmo; =3, dimker0y =3, By~ ZXZ X7, Zy ~7Z X7 X7
-dimlmd, =3, dimker0, =1, By 2 Z X7 X 7, Zo ~ 7
-dimIlmd; =0, dimker 93 =0, B, ~ {0}

Por tanto,

) = dim(ker 9p) — dim(Im0;) =4 -3 =1

Bo(K)
Bi(K) = dim Hy(K) = dim @12’8) = dim(ker ;) — dim(Im8,) =3 -3 =0
Bo(K) = dim Ho(K) = dim @z%) — dim(ker 8,) — dim(Imd;) =1 -0 =1

Luego,

Ho(K) ~ (ZXZXZXZ)](ZXZXZ)~1Z,
Hi(K) ~ (Z X Z xZ)/(Z x Z x Z) ~ {0},
Hy(K) ~ Z /{0} ~ Z.
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Algoritmo para calcular los nameros de Betti
Si K es un anillo, 0 25 Gy(K) -2 Gi(K) -2 Co(K) -2 0.

Oy |12 13 (14| ... | 45|56 || O, | 142 | 245
1l-1]-1]-1 oo |]12] 1 0
2l1]01]0 o]lo]|[13] O 0
3/0/11]0 oo |]14] 1 0
410 0 1 -1 0 ; : :
6/ 0010 1|1

-dim ker 9y = dim Go(K) = 6,
-dimImo; =5, dimkerd; =7,
-dimImod, = 6, dimkerd, =0 4 5

50( ) = dim Ho(K) = dim Zy(K) — dim By(K) = dim(ker 9p) — dim(Imd;) =6—-5=1

f1(K) = dim Hy(K) = dim Z;(K) — dim B1(K) = dim(ker 0;) — dim(Imd,) =7—-6 =1
Ba(K) = dim Hy(K) = dim Zy(K) — dim Bx(K) = dim(ker 9,) — dim(Imd3) =0—-0=10
( )=

Ho(K) ~ 7, Hi(K) = Z, Ha(K) = {0}.
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Significado topolégico de los nimeros de Betti
Los nimeros de Betti tienen un significado intuitivo:

@ [(3p coincide con el nimero de componente conexas.
@ (3; coincide con el nimero de tineles.
e [, coincide con el nimero de cavidades.

En los ejemplos que hemos visto

4 6

4 3 4 4 5
Bo=1p1=0 p=1 Bo=161=1 5=0
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A-complejos simpliciales

Si en un complejo simplicial K permitimos que dos simplices tengan mas de una cara
comun o que en un simplice se identifiquen varias caras obtenemos una estructura mas
general llamada A-complejo simplicial (en este caso no basta con etiquetar los vértices).

P—2 —Q pP— 2 P P P P— Q

S? T K P
(A% (A% (A% (A%
bi @ Ad bi O AD bi Yb bi Yb
B

R P P

Yo

P

P Q

LA

P P

oY
[\ 4
(Y3 4

Para pegar caras de un mismo simplice se

3 3
ordenan los vértices del simplice y el pegado
de las caras ha de respetar las ordenaciones de
sus vértices. a a a a
Los grupos de homologia se . .
stup s 1 > 2 1 > 2

Observacion.
ueden calcular a partir de estructuras de A- . .
P . .. P A-complejo No A-complejo

complejo simplicial.
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Grupos de homologia de la botella de Klein

Consideramos ahora un d-complejo sobre la botella de Klein, donde 1 f 1
0-2 G(K) N Gi(K) A, Go(K) %, 0 tiene las matrices
80 1 81 a|b|c @C
00 ~10] 1/0[(0]|0 ~[0]o]o] b4 )
| A|B @
1 -1 [a]-t] [1]o
1 1 0| O 0|2 v
b|1]1/|" - e 1 a 1
cT1 1 -1|1 0] 2 00
dimkerdp =dim Go(K) =1 [o(K) =1—0=1 (1 componente)
Entonces ¢ dimImd; = 0,dimkerd; =3 f1(K) =3 —2 =1 (1 tunel)
dimIlmd, = 2,dimkerd, =0 [(2(K) =0—0 =0 (0 cavidades)
k Z
Y los grupos de homologia son Hy(K) = I::gf = I); ~ 7,
kerdy ZXZXZ kerd, {0}
Hi(K) = = ~ 7 X 7Ly, Ho(K) = = —= ~{0}.
(K) = na, ~ Zx2z Lo HolK) = 105, = g0y = 10

Ejercicio. Calcula los grupos de homologia de T y IP usando este algoritmo. e



Grupos de homologia de algunos espacios y superficies

En general, los grupos de homologia se descomponen en producto de Zs y Zys. El nimero

de Zs coincide con el nimero de Betti correspondiente [y.

Ho | Hi Ho| H: | Hs
{0} Z STz | {0} | Z
0,1 [Z]| {0f ||T |Z |ZxZ | Z
ST Z| 7 |[P|Z]| Z, |{0}
SIVST [ Z |ZxZ|[K | Z | ZxZ, | {0}

Observa que, en todos los casos,

@ [y coincide con el nimero de componente conexas.

e [ coincide con el nimero de tineles.

@ (3, coincide con el nimero de cavidades.
- Todos los espacios tienen una tnica componente conexa, luego 5y = 1.
- La esfera y el toro rodean una cavidad, luego 5, = 1.
- Las superficies no orientables tienen una cara y no encierran cavidad, luego 5, = 0.

- En Py K hay factores Z, porque hay ciclos a que no son bordes tales que 2a si lo es.
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Resultados finales
Teorema. Si X ~ Y, entonces Hy(K) >~ Hi(Y') para todo k.

Teorema. H;(K) coincide con 71(K) abelianizado.
Teorema. >_.(—1)'8: = x(K).
Ejercicio. Comprobar este ultimo resultado con los ejemplos de la tabla anterior.

Un recordatorio de algebra. Todo grupo abeliano finitamente generado G es isomorfo
a un producto de grupos ciclicos de la forma Z X Z X .$. X Z X ZLipy X Loy X+ ++ X Lo,
donde m; divide a m;yy parai=1,...,r — L

Equuivalentemente, G ~ Z X Z x .2. X L X Lypyyn X Lpy)ya X + -+ X Lp,)m, donde los p;
son primos no necesariamente distintoS.
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